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1 ．はじめにSimonBenninga
の著書（FinancialModeling,1997,MITPress) はExcel を使用してポートフォ
リオ選択問題や、オプション関係の問題を処理する方法を説明しており、説明もわかりやすく、こ
の分野の基本的な事項について、コンピュータで実際に計算してみながら理解するのには、きわめ
て有効な著書である。ただ、債券の最割安銘柄について述べている第18章の部分では、最割安銘柄
についての結果を表の形で示しているだけで、やや理解しにくい。そこで、この論文ではその点を
明らかにするため、それぞれのケースについて、詳細に検討し、その結論についての証明を加える
ことにした。Benninga は、また、最割安銘柄とDurationの関係について検討している。彼が主張す
るように、Durationを使用した最割安銘柄の選択には、不適切な結果をもたらす場合がある。そし
て、彼が指摘するように、債券の満期が長くなるに連れ、Durationが減少することがあるが、どの
ようなときにそのようなことがおきるのかについての説明がない。そこで、どのようなときにそう
したことがおきるのか、またなぜそのようなことがおきるのかについて検討してみた。
2 ．最割安銘柄
債券先物市場での先物価格は、受け渡しの際に現実に受け渡される債券にたいする先物価格では
なく、クーポン・レート、償還期限を標準化した、標準物と呼ばれる架空の債券にたいする先物価
格である。受け渡しの際には、受け渡し適格債の中から先物契約の売り手が選択した債券が受け渡
される。受け渡しの代金は先物価格に変換比率（コンパーション・ファクター）をかけたものにな
る。先物は、通常、値洗いを行うので、受け渡しの代金は受け渡し時の先物価格、すなわち、現物
価格に変換比率をかけたものになるが、ここでは、リスク・フリー・レートが一定の場合を考える
ので、先物契約と先渡し契約を同一のものとして、値洗いを無視して、受け渡し代金は契約時の先
物価格に変換比率をかけたものとする。最初に、7 期間後に受け渡しが行われる先物契約の受け渡
し適格債が、満期までの期間力汀 十亡で、クーポン・レート力行の債券だけであると仮定して、先物
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価格を求めてみる。債券はすべて一定のリスク・フリー・レートで評価されるものとし、クーポン
は連続的に支払われるものとして、債券は連続時間モデルで評価することにする。この場合、額面1
の債券の、£期間後の価格は
c(l－e-”)/r＋e-”
となる。他方、この債券の変換比率は、標準もののクーポン・レートを尺とするとc(l
－e一町ノR十e-゛
であるから、この場合の先物価格列よc(l
－e一笥ノr十e-”
夕＝ (1)
c（l－e ‾゛）/R十e-゛
となる。受け渡し適格債が多数あるときには、売 り手は より安い先物価格を提示するために、(1)が
最小となる ような債券を受け渡し債券として選ぶことになる。 このようにして選ぼれた債券は最割
安銘柄（cheapest-to-deliverbond ）とよばれる1・2．それでは、クーポン・レーhc と償還期限Z が一
定の範囲の債券がすべて受け渡し適格債になるとき、どのような クーポン・レ ートと償還期限の債
券が最割安銘柄とし て選択 されるであろ うか。
命題1 ：(1)の先物価格タはリスク・フリ- ・レートr が標準物のクーポン・レートR 以下のとき
にはクーポン・レーhc の減少関数となり、吋 禎 以上のときには'
■.Cの
増加関数となる。
証明：年金現価率をq(i，頑 で表すことにする。
q(i，m) ＝(l －&-'"・)/i
満期までの期間がm で，クーポン・レートがc で，最終利回り力乱のときの債券価格f(c,i,m) はf(c,i,m)
＝cq(i,m) 十g-im
となり，(1)式は
P＝/c,r. 頑/Kc ，R,m)
となる。戸のごについての偏導関数の符号は
sign∂p/∂c＝sign{q(r, ㈲Kc,R, 頑 一q(R,m)/c,r, 頑}
とな る が、
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q(r,m)f(c,R, 頑 一q(R,m)f(c,r, 頑 ＝{q(r,m)e ’-q{R,m)e ｀}e-“ ゛
であるから
sign ∂が∂ご＝sign{q(r,m)e''"' －q{R, ㈲e ｀}
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となる。上の式で、括弧の中の第l 項と第2 項はそれぞれ、利率力斗と尺のときの年金終価率であ
り、年金終価率は利率の増加関数であるから、(1）式のμま吋 哨 以下のときにはターポン・レート
じの減少関数となり、r が尺以上のときにぱじの増加関数となる。（証明終わり）
命題1 から、リスク・フリー・レートr が標準物のクーポン・レート尺以下のときにはターボV
・レートが最も高い債券が最割安銘柄となり、吋・貳 以上のときにはクーポン・レートが最も低い
債券が最割安銘柄となる。次に満期（償還期限）について検討する。 クーポV ・レートがリスク・
フリー・レートか標準物のクーポン・レートのいずれかより大きいときには先物価格は満期の単調
関数になることを示そう。
命題2 ：債券のクーポV ・レートc がリスク・フリー・レートr より大きいか、または、標準物
のクーポン・レート尺より大きいときには(1)r
＜R のときには、先物価格列ま、満期m の増加関数になり、(2)r
＞尺のときには、先物価格列ま、満期m の減少関数になる。
証 明：命題1 の証 明で使用したと同じ記号を使用する。
df(cよm)/dm ＝{cづ)e- ゛
であ るか ら
sign∂P/∂m＝sign 化 一r)f(c,R, 頑e｀－(c一R)f(c,r,m)e'} (2)
となる。（ ）c＜尺のときには、命題の条件からc＞rとなり、上の符号は正になる。（2）c＞R のとき
には、上の符号は
c － 「
c 一尺
K ご-f(e
r,
-
凡
?n)e’m)e
゛
(3)
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の符号と一致する。/(c,i,m)e ’は債券からのキャッシュ・フp ーを満期時点で評価したもので、こ
れをF(c,i,m) で表すことにする。
F(e,i, 刀) ＝f(c,I,m)e “"
この関数はiの増加関数であり、したがって、r＜尺であると、（3）の第l 項は1 より大きくなるが、
第2 項は1 より小さくなるので、符号は正になる。逆にr＞R であると、第1 項は1 より小さくな
り、第2 項は1 より大きくなるので、符号は負になる。（証明終わり）
この命題から、債券のターポソ・レートc がリスク・フリー・レートr または標準物のクーポン
・レート尺より大きいときには、rがR より小さいときには最も満期の短い債券が最割安銘柄とな
り、逆に、rが尺より大きいときには最も満期の長い債券が最割安銘柄となる。しかし、これ以外の
ときには、先物価格は満期の単調関数にはならないで、先物価格が最大または最小となるような満
期が存在する。
命題3 ：債券のクーポン・レートc がリスク・フV ー・レートr と標準物のターポソ・レートR
のいずれよりも小さく、満期の範囲が（0 、∽）のときには
（1）r＜R のときには、先物価格を最大にするような満期が存在し、
（2）r＞R のときには、先物価格を最小にするような満期が存在する。
そして、そのような満期では、 ダ
F(c
一F(c
r
一
尺
が成立 す る。
面
一面
C－「-C
一 尺
証明：c＜R であるから、（2）式の符号は
F(c,r,m)
F(c,R, 頑
の符号と等し くなる。
C
－
c
「
一
尺
G(c,m) ＝F(c,r, 頑/F(c,R,m)
とす る と、
(4)
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∂G(c,㈲ノ3m＝ce(’”’{f(c,R,m) －f{c,r,m)}/F(c,R,mf
から、G(c,m) は、r＜R のときにはm の減少関数となり、r＞R のときにはm の増加関数となるいま
だ、G(c,m) はm がO のときには1 になり、m か大。になるにつれ、g('-≪加に比例した値に近づくの
で、r＜R のときには零に近付き、r＞尺のときには無限大となる。他方、(c－r)/(c－?) は、r＜R のと
きには1 より大で、r＞R のときには1 より小となる。したがって、r＜R のときには、先物価格夕
は、満期が零から増加するにつれ、減少した後、増加に転ずる。逆に、r＞R のときには、満期が増
加するにつれ、増加から減少に転ずる。(証明終わり)
リスク・フV ー・レートr が、標準物のクーポン・レートR より低いが、債券のクーポン・レー
トより高いときには、満期の最も短いものか、逆に、最も長いものが最割安銘柄になる。これにた
いし、標準物のクーポン・レート尺が、リスク・フリー・レートより低いが、債券のターポソ・
レートより高いときには、満期に制限がなければ、
F{c
-
F（c,
r,
一
尺
㈱
一
面
c ーr
C 一 尺
を満たす ようなm を満期 とする債券が最割安銘柄となり、このようなm が認 めら れる満 期の上限
を越え るようであれば、認められる満期の上限を満期 とする債券が最割安銘柄となる。逆に、上の
式を満たす肖 が認められる満期の下限を下回るようであれば、認められる満期の下 限を満期 とする
債券が最割安銘柄とな る。
最割安銘柄について、標準物のクーポン・レート尺とリスク・フリー・レニトr を比較して、r＜
尺のときには、ハイ・クーポンで短い満期（high-coupon,short －maturity）の債券 が最割安銘柄と
な り、逆に、r＞R のときには、ロー・クーポンで長い満期(low-coupon,long-maturity ）の債券が
最割安銘柄となると主張す る人もいるが3、上の結果は、（l）c＜r＜R のときと、（2)c ＜R ＜r のとき
には、 この主張が限定的 である事を示している。そこで、この主張が成立する十分条件について考
えてみる。
ケース1:c ＜r＜R のとき
この場合、満期に制限がなければ、命題3 により先物価格が最大となるような満期が存在し、そ
のような満期は(4)式を満たす。このような満期を最大満期とよぶことにする。最大満期はクーポ
ン・レートの関数であるから、ある満期が最大満期となるようなタ- ポソ・レートを求めてみる。
年金終価率をQ(i. 万)とする。
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命題4 ：c＜r＜R のとき、m が最大満期となるターポソ・レートは、次のd こ関する2 次方程式
の2 根である。
(Q(r，頑 －Q(R,m) ♂－(RQ(r,m) 一rQ(R,m))c 十(r一R)＝0
証明:(4) 式をQ(i, 頑 を使って表すと、
cQ(r,m) ＋ ＼C －T
cQ（R,m) ＋＼C 一R
となる。これを変形すると、上のごについての2 次方程式がえられる。（証明終わり）
(5)
最大満期はクーポン・レートの関数であるが、ある満期m について、上 の2 次方程式で実数解が
存在しないときには、そのような満期が最大満期となるターポソ・レートが存在しないことになる。
そこで、そのような満期m はどのようなクーポン・レートにたいしても最大満期にはならない。こ
のようにどんなターポソ・レートにたいしても最大満期とならないような満期について、その下限
を求めてみる。受け渡し適格銘柄の満期がすべてこの下限を下回るならば、受け渡し適格銘柄のな
かで最も満期の短い債券が最割安銘柄となる。
命題5 ：rく尺のとき、どんなクーポン 、レートにたいしても最大満期とはならない ような満期
の下限は、
(尺Q(r,m) 一rQ(R, ㈲) ＝4(Q(r，頑 －Q(R,m))(r 一R)
を満たすm である。
証明:(5) 式の実数根の存在条件から(6)式がえられる。(証明終わり)
(6)
ケース2 ：c＜R ＜rの場合
このときには、命題3 から、満期に制限がなければ、（4）式から求められる先物価格を最小にする
ような満期が存在する。この満期を最小満期と呼ぶことにする。この最小満期についての下限を求
めれば、受け渡し適格債の満期がこの下限より小さい限り、満期の最も長い債券が最割安銘柄にな
る。r＜尺の場合と同様にして次の命題が得られる。
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命題6 ：c＜R ＜rのとき、m が最小満期となるクーポV ・レートは、次のc に関する2 次方程式
の2 根である。
(Q(r，m) 一Q(R, 肖)y 一(RQ(r,m) 一rQ(R,m))c 十(r－」尺)・＝0
命題7 ：c＜尺＜rのとき、最小満期の下限は、(RQ(r,m)
一rQ(R, ㈲) ＝((r ，頑 一Q(R, 面)(r一R)
を満たす肖である。
命題5 と命題7 を満たすm を求めてみると第1 表のようになる。尺＝rのときの数値は、左右から
の極限が
(尺?n－2)V｀＝4
となるm になるので、この数値を示した。
第1 表：最大満期と最小満期の下限
r ＝
R=
6% 8％ 10％
1%
2%
3%
4％5
％6%1%8%9
％10
％12
％u
％16
％18
％20
％22
％24
％26
％28
％
88.800
69.315
58.758
51.740
46.602
42.615
39.405
36.744
34.493
32.556
29.379
26.865
24.816
23.105
21.651
20.397
19.302
18.336
17.476
72.975
57.906
49.631
44.069
39.958
36.744
34.136
31.962
30.112
28.512
25.870
23.763
22.034
20.583
19.344
18.270
17.329
16.495
15.751
62.414
50.116
43.302
38.687
35.255
32.556
30.355
28.512
26.933
25.569
23.300
21.480
19.979
18.713
17.627
16.684
15.854
15.117
14.458
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この表から、r＜R のときの最大満期は、R かQ ％のときには40 年以 上、% ％ のときには30 年以
上、10 ％のときでも25 年以上と、いずれもかなり長いことがわかる。しかも、受げ渡し適格銘柄の
満期の範 囲が最大満期を含む場合、先物価格を最小にする最割安銘柄は、満期 の範囲の上限または
下限であって、上限での先物 価格が下限での先物価格より小さいときに始めて 上限での満期が最割
安銘柄となるので、r＜R のときには、ほとんどの場合、満期の最も短いものが最割安銘柄となると
考えて良いであろう。標準物 のクーポン・レートが6% であると、 リスク・フ リー・レートが10 ％
以下であ れば、受け渡し適格債で満期 が30年以上のものが存在しなければ、r＜R のときには、ハイ
・クーポンで短い満期(high-coupon,shor レmaturity ）の債券が最割安銘柄とな り、逆に、r＞R の
ときには、ロー・クーポンで長い満期(low-coupon,long －maturity）の債券が最割安銘柄となると
いう主張は成立す ることになる。 リスク・フリー・レートが大きくなると最小満期の下限値はかな
り小さくなるが、 ここで求めた数値は下限であるから、 クーポン・レ ートに応 じて最小満期はこの
数値よりは長 ＜なる√したがって、r＜尺のときには、ハイ・クーポンで短い満期 の債券が、r>R の
ときには、ロ ー・ クーポンで長い満期の債券が最割安銘柄となるという主張は完全に正しいわけで
はないが、かな りの正しい主 張であるということができる。
3. 最大DURATION
債券の管理のために債券のDurationを利用することが多い。Durationは、キャッシュ・フロ―の
現在価値を重みとするキャッシュ・フロー発生時点までの期間の加重平均であり、また、利回りの
変化にたいする、債券価格の変化率を表す。連続時間モデルでは、債券価格を 凧 債券の利回りをr
、クーポン・レートをc 、満期までの期間を 入Duration をD とすると、
戸
D
-
-
一
一-
S≒むー’tdt十e- ＝c(l－e-')/r十e-'
バ ≒e 一当dt
十me －}/P
掃(l－e－)/戸十m(l－c/r)e－}/{c(l －e－ 斤十e－}
＝－｛∂p/∂r}/P
?
???
?
?
となる．Durationは満期までの期間m の増加関数であるように思われるが、必ずしもそうではな
い。Durationに関して、次の命題が成立する。
命題8 ：r≦ごであれば、Durationは満期までの期間肖の増加関数である。r＞c＞0 のときには、Duration
が最大となる満期m が存在する。
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証明：Durationと債券価格を満期までの期間の関数として、それぞれ、Dim) 、P{m) で表し、
ざ(m)＝c(l－e-’)/r'十四(l－c/r)e-’
とする。S'(m) とP ＼m)をS(m) とP(m) の導関数とすると、
D{m) ＝S(頑/P{m),dD( 頑/dm ＝{S'(m)P( ㈲ 一P'(頑Sim)}/P(m)
となるので、P べm)＞O であれば
sign{dD{m)/dm} ＝sign{S'(m}/P'(m) 一D(m)}
となり、P'(肖 ＜0 であれば、
sign{dD(m)/d 鮒 ＝sign{L:)m)－Sべm)／P'(m)}
と な る。
ぶ(m)＝{1 十(c－r)m)e" ，F( ㈲＝(ご－r)e－
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であるから、c＞rのときには、l/(c－r)十m がD(m) より大きければ、D(㈱ はm の増加関数となる
が、D(m) は肖 より大きくなることはないので、Dim) はm の増加関数となる。c ＝rのときは、S
＼m)/P'(m)は無限大となるので、やはり、D(m) はm の増加関数となる。0 ＜c＜rのときには、sign{dD(m)/dm}
＝sign{D ㈲)－m －l/(c一山
となる。Z:)(m)はm ＝0 のとき0 になり、m か増加するとき、D(m) の増分は四の増分より小さいの
で、D{m) が四＋l/(c－r)に等しいようなm が存在する、D(m) がこの値に達するまではD{m) は増加
し、その後はm の増加とともにD ㈲)は減少する。(証明終わり)
上の命題を別の観点から考えてみる。Durationの式(8)の両辺にp を 掛け、(7)式を使って？を書
き直した上で、これを変形すると、
Sy( £)-z)e
‾晩 ＝
χン(z-Z))e
‾仙 十㈲ 一Z))e‾’ (9)
となる。この式は、Durationに対応する時点以前に発生したキャッシュ・フロ ―の現在価値に
キャッシュ・フp ー発生時点からDuration に対応する時点までの時間を掛けて合計したものが、Duration
に対応する時点以後に発生したキャッシュ・フローの現在価値にDuration に対応する時点
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からキャッシュ" フp ー発生時点までの時間を掛けて合計したものに等しいことを示している。そ
こで、Durationを固定したままで、満期心をわずかに増加させたとき、上の式の左辺はそのままで
あるが、右辺は若干変化し、右辺の値が増加すれば、両辺が等しくなるためにはDuration が増加す
ることになる（Durationが増加すれば、左辺は減少し、右辺は増加する）。逆に、右辺の値が減少す
れば、Durationは減少することになる。上の式の右辺を心で微分すると、
{(c－r)㈱－Z))十1}e ’
となる。この値は、r≦ごであれば正になり、r>c ＞0 であればm か小さいときには正になり、m が
大きいときには負になるので、Durationは、m か小さいときには増加し、m 力乙大きいときには減少
する。そして、D がm －l/(r－c)に等しいときDurationは最大になる。r とrのそれぞれの値にたい
しDuration が最大になる満期m をもとめると、第2 表のようになる。
第2 表Duration が最大になる満期
r=
じ
0.010.020.030.040.050.060.070.080.090.10
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10
0.11
0.12
0.13
0.14
0.15
0.16
0.17
0.18
0.19
0.2〔)
152.374
88.079133.636
64.10776.187125.056
51.18955.22970.395120.013
42.98744.04050.79166.818116.670
37.26536.97140.41147.99164.349114.287
33.02132.05433.88538.)9446.02262.528112.500
29.73128.41229.36031.89836.44644.54661.124111.111
27.10025.59426.01627.61530.47535.19843.38960.006110.000
24.94023.34123.43324.45626.35829.39034.21242.45659.094109.091
23.13421.49421.36922.02023.32925.39628.52833.40941.68558.335
21.59719.94719.67820.07620.99522.46224.62827.82232.74141.037
20.27118.63218.26418.48519.13620.20621.76923.99627.23132.174
19.11617.49917.06317.15617.61618.41019.57121.19623.46526.727
18.09816.51016. 〔)2716.02716.34716.94317.82519.04720.71323.01117.19415.63915.12415.05415.26915.71916.40017.34118.60420.29916.38514.86614.32914.20614.34114.68015.21115.94916.93118.22315.65614.17313.62313.46013.53313.78614.20414.79015.56716.57814.99613.55012.99112.79712.82113.00813.33713.80814.43215.238
上の表から債券の利回りが10％以下であれば、満期が20年以内の範囲では、Durationは満期とと
もに増加することがわかる。
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Benniga は、最割安銘柄との関係で、r＜R のときには、Durationが最小の債券が最割安銘柄とな
り、r＞R のときにはDurationが最大の債券が最割安銘柄となるという説を紹介し、これが誤りであ
ることを示している。c＞rのときには、最も満期の長いもの、または、最も満期の短いものが最割
安銘柄となり、Durationは満期の増加関数となっているので、満期を基準にしても、Durationを基
準にしても、最割安銘柄は等しくなる。c＜rのときには、c＞尺であると、満期が最も短いものが最
割安銘柄となるのに、Durationは満期とともに増加し、最大値に到達した後、減少に転ずるので、
受け渡し適格銘柄の満期の範囲によっては、最も満期の長いものが最もDurationが短いことになる
かもしれない。cくr＜R のときには、受け渡し適格銘柄の範囲の下限またぱ上限で先物価格は最小
となり、Durationも同様に下限またぱ上限で最小になるが、上限で先物価格が最小になっても、そ
の上限でDurationが最小になるとは限らない。しかし、受け渡し適格銘柄の満期が極めて長くなら
ない限り、最も短い満期が最割安銘柄になるとともに、最もDurationが短くなるので、Durationの
最も短い銘柄が最割安銘柄になりそうである。c＜R ＜rのときには、rが大きくなると、満期の範囲
の端点ではなく、内点で、先物価格が最小になり、Durationが最大になる。しかし、先物価格が最小
になる満期とDurationが最大になる満期は一致しないので、Durationが最大になる銘柄が最割安銘
柄になるわけではない。
注
1. 最割安銘柄については、受渡日にどの債券を渡すかという観点からの議論があるが、ここでは、先物価格
の決定という観点から最割安銘柄について検討する。2.Benniga
は彼の著書の272ページでは、先物価格の割引値に変換比率を掛けたものが受け渡し債券の受け
渡し時点での価格に等しいとして、先物価格の式を導いたが、先物価格の割引値ではなく、先物価格自体
を使用すべきであろう。Benniga も後の数値例では、この式ではなく、（D 式を使用している。3.Hull
（1977）pp.92-93参照4.
連続時間のDurationについて、Bennigaは公式を示していないが、数例で示しているDurationの式は（8）式
ではなく、これにざを掛けたものになっている。理由は良く分からない。Durationの大小と満期の関係で
は、この値は定数であるから、どちらの式を使用してもDurationを最大にする満期は等しくなる。
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